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Sunto Presentiamo un risultato di regolarità C°° per le soluzioni strettamente Levi 
convesse dell'equazione di Levi Monge-Ampère in R?"+!, Si tratta di un’equazione 
totalmente nonlineare che interviene nello studio di ipersuperfici reali in C"*!, per 
n > 2. L'equazione è ellittica degenere anche se ristretta alla classe delle funzioni 
strettamente Levi convesse. Tenendo conto della particolare struttura dell’equazione, 
stabiliamo delle stime a priori interne per le derivate seconde intrinseche delle soluzioni. 
Il risultato di regolarità ottimale si ottiene poi utilizzando un metodo iterativo di 
bootstrap. 


Abstract The Levi Monge-Ampère equation naturally arises in the study of envelopes 
of holomorphy in the theory of holomorphic functions in C*+!. See [15], [19], [20], [26] 
for details on this matter. 

Suppose that Q is a domain in C"** and the boundary is a C? manifold M. 
Let o be a local defining function for £ in a neighborhood U, of p € M and 0p = 
(010, -- ,0n+10) #0 in U,. In this situation the Levi form A is Hermitian form related 
to the complex Hessian (0,3) of the defining function p, restricted to the complex space 
of tangent vectors to the hypersurface. Assume for example 0,410 # 0 in U,. Then the 
coefficients of the Hermitian form A in n complex variables are 


e Pn+1Prrrdgp — Pn+1Pizip — PPAFTON4P + PUPzÎnH FIL 
5 Sn | 2 
Pntil 


where the subscript denote partial derivatives. 


Definition 1 We say that M is strictly Levi conver at p € M if A is positive definite 
at p, and M is strictly Levi conver if it is strictly Levi conver at every point p € M. 
Moreover, we will denote by 


k(0) = det(A) beta, _® 


the total Levi curvature of M at p. 


For prescribed k, we will say that (1) is the Levi Monge-Ampère equation. 

There are several analogies between (1) and the prescribed Gauss curvature equation of 
a real hypersurface in R"+*!. However, the classical Gauss curvature equation is elliptic 
if tested on strictly convex function (see for example [18]), while the Levi Monge- 
Ampère equation (1) is a fully nonlinear degenerate elliptic equation even if computed 
on strictly Levi convex functions (see [22]). 

In [22] we proved that if p has Hélder continuous second order derivatives and p is a 
strictly Levi convex solution of the fully nonlinear equation (1) with £ smooth, then p 
is smooth. Existence results of continuous viscosity solutions of the Dirichlet problem 
related to the fully nonlinear equation in (1), but with denominator |dp|3", has been 
proved in [29]. 
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1 La formadi Levi e i domini di olomorfia 


La forma di di Levi interviene nello studio dei domini di olomorfia (si veda ad esempio 
[31]). Ricordiamo che un dominio Q € C” è un dominio di olomorfia se per ogni 
zo € 09, esiste una funzione f., olomorfa in I e completamente singolare in 20, cioè 
per ogni intorno U di zo non esiste una funzione olomorfa in U che coincide con f,, in 
QNU. Ogni insieme aperto £ in C* è un dominio di olomorfia (per zo € 99, si prenda 
ad esempio f.0(2) = (2 — 20) 1), mentre nel 1906 Hartogs scoprì l’esistenza di domini 
Q di C? con la proprietà che ogni funzione olomorfa in 0 si estende necessariamente a 
insiemi strettamente più grandi. Da allora questo fenomeno è divenuto un problema 
centrale nella teoria delle funzioni olomorfe di più variabili complesse. 

Nel 1910 E. E. Levi osservò che, se un dominio con bordo regolare è un dominio 
di olomorfia, allora la forma di Levi è semidefinita sul bordo. Il problema maggiore 
consiste nel mostrare che, se la forma di Levi del bordo di un dominio £ è definita 
positiva, allora almeno localmente £ è un dominio di olomorfia. Questo problema, che 
è divenuto noto in letteratura come problema di Levi, richiede la costruzione di funzioni 
globalmente olomorfe con qualche specifica proprietà locale. Il problema di Levi è stato 
risolto per la prima volta nel 1942 da Oka [25] in C?. In dimensione arbitraria è stato 
risolto da Oka [25], Bremermann [2] e Norguet [24] nei primi anni ’50. Si vedano [15], 
[19], [20], [26] per ulteriori dettagli sull’argomento. 

Supponiamo che £ sia un dominio in C"+! con bordo una varietà differenziabile M. 
Sia U., un intorno di zo € M e sia p tale che 


p:Ux + Rdifferenziabile 
p<0inQNUx 
p=0inMNUg, 

Op # 0inU.,, 


dove dp = (010, +++ , Ont1P). 

Se p è di classe C? allora la forma di Levi L(p) è la forma Hermitiana relativa alla 
matrice Hessiana complessa (d;9) della funzione p ristretta allo spazio tangente comp- 
lesso e fe all’ipersuperficie in zo. Supponiamo ad esempio dn+19 # 0 in U,, e scegliamo 
come base di TS i vettori 


(dz, pei asa (0:,0)en+1 


hy= 
|Ozn41 pl 


dove (€1);=1,....n+1 è la base canonica di C"+!. Allora i coefficienti della forma Hermitiana 
L(p) in n variabili complesse sono 


Ar(p) = ((Hesscp)h, hp), VI, p = di; EER 
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Precisamente (sì veda [15]) 


(0) lon+11?9195p — PIPFFTOn+195P — Pntr:P9UAFFP + PiPpOns1 k777P 1 


È |Pn41 |? 


Ài 


p 
dove i pedici denotano le derivate parziali. 

E importante osservare che la forma di Levi è invariante per trasformazioni bi- 
olomorfe delle coordinate e non dipende dalla funzione p (si vedano ad esempio [26], 
15). 

Introduciamo ora le coordinate reali e scriviamo 2, = x,+iy per ogni {= 1,...,n+1. 
Poichè per ipotesi d.,,,9 # 0, non è restrittivo supporre d,,,,9 # 0. Con questa 
convenzione possiamo scrivere localmente M come il grafico di una funzione di classe 
C?°,u: 4 R, con Q un sottoinsieme aperto di R?"+!. In particolare, scegliendo 
p= 4(U— Yn+1), allora M = {yn+1 = U(£1,Y1 +, Tn) Un, Tn41)} 

I coefficienti Az3(u) della forma di Levi L(u) sono allora operatori quasilineari su R2"+! 
e precisamente: 
Re(Aip(u)) =(Orz,U ici Oyiyp La Udrping 1 U + ApOritnsi Ul 
2 
<E ddypinta + bpOyznz: + (UA + bibp)d,,,U) 2) 
Im(Aip(u)) =(0x,yp _ Irpy ur Apbyitn4U + UOygen zi U 
+ bpOziznzgi = diAzzena av + (bp — bay) 02 _ u) 


In+1 
dove 
= Oy E Or Orng3 U ES -d,u = Oy Orn ga U 


= , b= 
UT 14 (0, u)? 1+ (ds, U)? 


Osserviamo in particolare che per ogni { = 1,...,n i coefficienti della diagonale 
della forma di Levi 


(3) 


Ar(u)= dx, U+ Oy + 2040z,zn 43 U + 2brOyiznzia + (af + bi)? ,,U 
sono operatori ellittici degeneri con forma caratteristica 


E = (€10... Eon+1) —> (Ea-1+ E2n+1)? + (E + biéon41)” 


semidefinita positiva, ma con 2n'— 1 autovalori nulli. 


2 Funzioni strettamente Levi convesse 
e equazione di Levi Monge- Ampère 
Definiamo l’operatore di Levi Monge-Ampère come 


LMA(u) = det(Ag(u)). (4) 
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Definizione 2.1. Diciamo che u € C°(Q) è Levi convessa (strettamente Levi conves- 
sa) in & se L(u)(&) > 0 (> 0) e Levi convessa (strettamente Levi convessa) in © se 
L(u)(€) > 0 (> 0) per ogni£g EQ. 


In [29] Slodkowski e Tomassini hanno esteso queste definizioni alle funzioni continue 


e hanno dimostrato l’esistenza di soluzioni viscose u € Lip(9) del problema di Dirichlet 


LMA(u) = k(-,u)(1+|Du|)E inQ 
u=g sul 0Q (5) 
u è Levi convessa 


dove Du è il gradiente euclideo di u in R?"+!, g € C(00), k € C(Q x R) ek >0. Qui 
l’aperto Q è il luogo degli zeri di una funzione C®, strettamente Levi convessa, che è 
legata a k da alcune ipotesi di crescita. 
La soluzione che essi trovano è soltanto lipschitziana ed è definita in senso viscoso. 

In [22] dimostriamo un primo risultato di regolarità interna per le soluzioni del- 
l’equazione in (5) con un secondo membro più generale e per ogni insieme aperto Q. 
Questo risultato è stato annunciato in [21]: 


Teorema 2.1. Se u € C?©(0) è una soluzione strettamente Levi convessa dell’e- 
quazione di Levi Monge-Ampère 


LM A(u) = g(-,u, Du) (6) 
in un insieme aperto A C R?°+! e q e CO(QxRxR?"+1) è positiva, allora u € C9(Q). 


Qui abbiamo indicato con C”® lo spazio ordinario delle funzioni hòlderiane rispetto 
alla metrica euclidea. 
Se in (6) scegliamo 


(1+|Du|?)# 


g(-,u,Du)= k(.,u) 1+ (0... u)? (7) 


allora & rappresenta una sorta di “curvatura totale di Levi” di M ed è l’analogo della 
curvatura di Gauss per un’ipersuperficie reale in R"*! (cfr. [18]). 

Ad esempio, se M è una sfera di raggio A e centro l’origine, allora possiamo scegliere 
la funzione che definisce l’ipersuperficie come p = |z1]° +-+: + |zn+1|? — R?. In tal caso 
la curvatura di M è costante in ogni punto e k = R7”. 

L’operatore di Levi Monge-Ampère è un operatore totalmente nonlineare e ellittico 
degenere, anche se ristretto alla classe delle funzioni strettamente Levi convesse. Infatti, 
se chiamiamo D?u la matrice hessiana reale di u, allora per (2) esiste una funzione 
F = F(p,r), conp= Duer = D?u, tale che 


LM A(u) = F(Du, Du) 
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OF 


Oli 


(Du, Du) > 0. 


Inoltre in [22] dimostriamo che il più piccolo autovalore della matrice reale (E (i 
è identicamente nullo. Pertanto per studiare questa equazione siamo costretti a svilup- 
pare delle tecniche diverse da quelle usate per studiare l’equazione classica di Monge- 
Ampère e l'equazione di Monge-Ampère complessa, che sono ellittiche se ristrette alla 
classe delle funzioni strettamente convesse e strettamente plurisubarmoniche, rispetti- 
vamente (si vedano [18], [1], [3]). 

Osserviamo che nel caso n = 1 l’operatore LM A(u) definito in (4) coincide con 
l’unico coefficiente A;;j della forma di Levi L(u) e in questo caso l'equazione (6) diviene 
quasilineare (si veda ad esempio [30]). Proprietà di regolarità delle sue soluzioni sono 
state recentemente studiate in [5], [6], [11], [8]. [9], [12], [13], [14], [7]. Inoltre in [10] 
sono state studiate proprietà di regolarità per l’analogo dell’equazione con assegnata 
curvatura media per un’ipersuperficie reale in C”*! : l’operatore che interviene in questo 
caso è quasilineare ed è definito come la traccia della forma di Levi L(u). 


3 Struttura dell’operatore LMA 


Sia u € C*®(0) una soluzione strettamente Levi convessa di (6) e definiamo per ogni 
{= 1,...,m i campi vettoriali nonlineari del primo ordine 


Xi E x, + Udxn41 Vs du, ca bidzn413 (8) 


i cui coefficienti a, e db, sono funzioni C° delle derivate parziali prime di u come in (3). 
In seguito useremo anche la seguente notazione: 


a= (1,...;Gn), b=(b,..., bn) (9) 


Poichè la soluzione fissata u è di classe C?:(Q), allora i coefficienti a, d sono funzioni 
C1*(O). 

La prima osservazione importante contenuta in [22] è che si possono scrivere i coef- 
ficienti della forma di Levi A; utilizzando i campi vettoriali nonlineari definiti in (8), 
come si può verificare a posteriori con un calcolo diretto: 


Agi(U) = (1+ (dz, 0)?)(Xfu + Yu), (10) 
1 E = 
Re(As(u)) + (Pensa (xi Xu +XpXu+YY,u+ Yu), 
1+ (dx, U)? 
Im(Arp(u)) = At (eat iu 4 Xu Xu - XV). 


2 
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Per ogni {= 1,...,n poniamo 


Za=b, Za-1=A, Z= (Zi, Za... a Zan), Zu (ZiZpu)ft=1 (11) 


Se chiamiamo 


Ap 


CT (0,16) 


Hus 


allora Hi = Hyj e perl <p 


2Hip =(Zu1Zp0 + Zop-1Z9-10 + Zu Zap + ZryZyu) 
+i(Zu-1Zgpt + ZopZai-10 — ZaZop-10 — Zap Zar). 


| Definiamo allora 


H(Z°u) = det(Hp). (13) 


H è una funzione C° delle derivate seconde di u rispetto ai campi vettoriali Z;, j = 
1,...,2n, e 
LM A(u) 
(1+ (0x4 U)?)" 
Precisamente, posto zmj = ZmZ;ju per ogni m,j = 1,...,2n, H((zm;)2;=1) è il de- 


terminante della matrice complessa n x n il cui coefficiente dell’l-esima riga e p-esima 
colonna è 


= H(Z?u). 


Z21-1,2p-1 + Z2p-1,21-1 + 221,2p + Z2p,2 + i(22-1,2p + 22p,21-1 — 221,2p-1 — Z2p-1,21) 


2 


Ad esempio, per n = 2, Rigi) è il determinante della matrice 


zia tza:1+224+242+i(z14+241—223—232) 
Zi + 222 2 
z13+2z31+224+242—i(z14+241—223—232) i 
3 233 + 244 


Inoltre esiste una funzione C'° e positiva K tale che 


g(.,u, Du) 


{+ (Giga Pat) (14) 


In+1 
Infatti, per (3) e (8), per ognij = 1,...,n 


dz;u= Xju— (02,41) ju, dy;t = Yjw+ (dra 41) Kju. 


n+1 
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Ad esempio, se q = su) come in (7), allora 
K=k(,u)(1+]|Zu|)°(1+(0,,,,u)?)?. (15) 


Scriviamo poi l’equazione totalmente nonlineare in (6) come 
H(Z°u) = K(-,u, Zu, ds, U). (16) 


Poichè u è strettamente Levi convessa in 9, in [22] dimostriamo che esiste una costante 
positiva M tale che 


2n 0H 2n 
DE, 3 MI NÉ, VIS (Mo) ERE 
m,j=1 Zm, 321 
Inoltre, 
Ay(u) > 0, li=Lyccooià (17) 
e per (10) 


Hi=(Xfu+Y?u)>0, 1=1,...,n. 


Procedendo come in [5], riconosciamo che 


[Za_1, Za — [x, Y] = —(X?u na Hu)Be.i: L=zh agì. (18) 
Ma allora per (8), (10), (17), (18), la matrice reale (2n + 1) x (2n + 1) le cui colonne 
sono i coefficienti dei campi Z;,j = 1,...,2n e [Z1, Za] 
10 +... 0 0 0 
0 1... 00 (0) 
0 0-.. 1 0 
00... 0 1 0 
al di *** An dn -Hii 


ha determinante diverso da zero in 9. Pertanto i campi vettoriali 
Zi, [Z1, Za] i (19) 


sono linearmente indipendenti in ogni punto e generano R?"+!, 


Per equazioni totalmente nonlineari del tipo (16) non ci sono in letteratura risultati 
di regolarità. Alcuni autori hanno invece studiato equazioni quasilineari relative a 
campi vettoriali lineari con coefficienti C (si vedano i lavori [4], [32]) e equazioni 
quasilineari che si scrivono come somma di quadrati di campi vettoriali con coefficienti 
poco regolari (si vedano i lavori [5]-[14]). 
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4 Schema della prova del Teorema 2.1 


Derivando formalmente l’equazione (16) rispetto ai campi vettoriali Z;, j = 1,...,2n 
e rispetto a d,,,, in [22] scopriamo che: 
Proposizione 4.1. Se u è una soluzione di (6) allora la funzione 

v= (01...) V2n,V2n+41) = (Ziu,..., Zonu, arctan uz, ,;) (20) 


è una soluzione di 


2n 
(DO hZizi — \0snaa )V = f(-,,0, Z0), (21) 
ij=1 
con f = (fi---; fon; font1) una funzione C dei suoi argomenti. Qui i coefficienti 
hij,A dipendendono dalla funzione u fissata e precisamente 
OH 
hjg= — (2° 
I dz; (Z u), 
a d ” 
A=nK0x,3U+ —(1+ (01 U)°), (22) 
(O LTPANNA 


con H(Z°u) e K definiti in (13) e (14) rispettivamente. 


Questo risultato è cruciale nel nostro procedimento di regolarità. Ricordiamo che 
per una soluzione strettamente Levi convessa u € C:® di (6) i coefficienti h;;, A € C°, 
e i coefficienti a,b di Z sono C*9. Alla luce di (21) definiamo un operatore lineare H 
come 


2n 
H=Y" hyjZZ;- Mens (23) 
i;j=1 
con coefficienti a-hòlderiani e tali che hj; = hji per ogni î,j = 1,---,2n, 
2n 2n 
= hijMij > M) n Vn= (Mm... Mn) ER” (24) 
i,jg=1 j=1 


per una costante positiva M. Qui i campi vettoriali Z; sono definiti come in (11) (cfr. 
anche (8)), con coefficienti a,d definiti in (9) di classe C*: e assumiamo che siano 
linearmente indipendenti in ogni punto, insieme ai loro commutatori del primo ordine. 

Al nostro operatore H non si possono applicare i risultati di regolarità contenuti in 
[16], [17] and [27], perchè in questi lavori l’ipotesi di regolarità C°° dei coefficienti viene 
usata in maniera cruciale. Invece una teoria della regolarità per somme di quadrati di 
campi vettoriali C1:® è stata recentementemente sviluppata da Citti in [5], [6], [7] e da 
Citti e Montanari in [10], [14]. In particolare, procedendo come in [10, Theorem 4.1.), 
si può dimostrare la seguente proposizione 
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Proposizione 4.2. Siano hij, A € Cri (9) a,b € Crioc(Q), m > 2 e sia v € 


m_-l,a 


apra (0) una soluzione dell’equazione Hv = f con f € C7ioe (0). Allora v appartiene 


alla classe Cr?) per ogni 8 € (0,0). 


Qui gli spazi C7”° sono definiti in termini della distanza di controllo dz associata ai 
campi vettoriali Z;, j = 1,...,2n (si veda [23, pag. 113]) e precisamente per 0 < a < 1 


C5(9)= {o :Q4+Rt.c. esiste una costante c > 0: 


[0 (E) — v(6o)] < cd3(6, €0) per ogni 6,60 € N} 


C}*(Q)={v:04R:3Zw0€C3(0) Vj=1,...,2n} 
Se i coefficienti a,b € C7!'*(9), m > 2, definiamo 
CT(N) = {ve CT*(0): Zive CT**(0) Vj=1,...,2n}. (25) 


La Proposizione 4.2 si può però applicare all’equazione nonlineare (6) solo per u € 
interne di tipo Schauder per stimare i rapporti incrementali primi di una soluzione 
strettamente Levi convessa di (6). 

Per scrivere le nostre stime a priori abbiamo bisogno di introdurre qualche notazione: 
se v € C3(Q) definiamo 


vii = sup LOIOI 
Men #0 
Sia I = (i1,...,îm) un multi-indice di lunghezza |I| = m, definiamo 


5 = Lab DOS Zi” 
Se v € C7"°(Q), con m = 0,1,2,...,e0<@a<1 definiamo le seminorme 


[0]7, aa 7 SUP [Z'o]Za 
"Im 


e le norme 


m 
bRa= (suo 2%) 1 


j=0 I|=j 


IZ aa = lulZ.a P Pian 


63 


Proposizione 4.3. Siano hjj,A € C$(0), a,b € C}°(0) e sia v € C7°(Q) una 
soluzione dell’equazione lineare Hv = f € C$(Q) con H come in (23). Allora se 
A Cc Nedz(2',99) > d > 0, esiste una costante positiva c tale che per ogni B € (0,0) 


61Zv|a + 60°|Z20|g0 +04 [Z20]Fa £ c(sup lvl + |flda;0) (26) 
i 


dove c dipende dalla costante M în (24), da |hijlfaa Miao: l0lZa:n: |blfan e da 
n, a; 0, I. 


Questo procedimento ci permette di dimostrare un primo risultato di regolarità: se 
u è una soluzione C*© e strettamente Levi convessa di (6) allora la funzione v in (20) 
è una soluzione classica Cioe) di (21). 
Ma allora i coefficienti dell’operatore lineare soddisfano le ipotesi minimali per poter 
applicare la Proposizione 4.2. La dimostrazione del Teorema 2.1 si ottiene poi appli- 
cando la Proposizione 4.2 alla funzione v in (20) e utilizzando un metodo iterativo di 
bootstrap sull’equazione (21). 
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